
12ο ΦΥΛΛΑΔΙΟ — ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ     2f χ α χ β χ γ  ,  α 0       

 
• Η συνάρτηση    2f χ α χ β χ γ  ,  α 0         ονομάζεται τριώνυμο διότι αποτελείται από 

τρία μονώνυμα  2α χ  ,  β χ  ,  γ    τα οποία δεν είναι όμοια μεταξύ τους (δεν έχουν το ίδιο κύριο 
μέρος) . 

 

• Η εξίσωση   2  α , β , γ   και  f χ 0 α χ β χ γ = 0   , όπου α 0 ,        ονομάζεται 
εξίσωση  δευτέρου βαθμού ως προς χ    , διότι η μεγαλύτερη δύναμη του αγνώστου χ    
είναι δύο . 

 

• Λύση της εξίσωσης 2  α χ β χ γ = 0  ,  όπου α 0      . 

2
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• Η ποσότητα 2β 4αγ  ονομάζεται διακρίνουσα Δ (Δ = 2β 4αγ ) διότι διακρίνει το πλήθος 
των ριζών της εξίσωσης .  

 

• Αν 2 = β 4αγ > 0   , τότε η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες διακεκριμένες , δηλαδή δύο ρίζες 

πραγματικές και άνισες : 
2 2β 4αγ β 4αγβ βχ  ή  χ  

2α 2α 2α 2α
 

    , οπότε τελικά 

παίρνουμε :  
2 2

1 2

β β 4αγ β β 4αγ
χ  ή  χ  

2α 2α
     

    

• Αν  2 = β 4αγ = 0  , τότε η εξίσωση (1) γίνεται : 
2

1 2
β βχ 0 χ χ
2α 2α

        
 , δηλαδή  

έχει δύο ρίζες ίσες (ή αλλιώς μία ρίζα διπλή) . 
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• Αν 2 = β 4αγ < 0   , τότε η εξίσωση (1) είναι αδύνατη στο   , δηλαδή δεν έχει ρίζες 
πραγματικές .  

 
• Αν 2 = β 4αγ > 0   , τότε η συνάρτηση   2f χ α χ β χ γ  ,  α 0       αναλύεται σε 

γινόμενο δύο πρωτοβάθμιων παραγόντων ως εξής :  

 
2 2

2 2 2

22

β γ β β β γ f χ  = α χ β χ γ = α χ χ = α χ 2 χ =
α α 2α 2α 2α α 

β β + β α χ = α χ χ
2α 2α 2α 2α

                                        
                                                   

   1 2α χ χ χ χ
          

 

 
• Αν 2 = β 4αγ = 0   , τότε η συνάρτηση   2f χ α χ β χ γ  ,  α 0       αναλύεται σε 

τέλειο τετράγωνο πραγματικού αριθμού ως εξής :  

 

 

2 2
2 2 2

22 2  0 2
1

β γ β β β γ f χ  = α χ β χ γ = α χ χ = α χ 2 χ =
α α 2α 2α 2α α 

β β= α χ  α χ α χ χ
2α 2α 2α

 

                                        
                           

 

• Αν 2 = β 4αγ < 0   , τότε η συνάρτηση   2f χ α χ β χ γ  ,  α 0       δεν αναλύεται σε 
γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων ως εξής :  

 
2 2

2 2 2

22 2

2

β γ β β β γ f χ  = α χ β χ γ = α χ χ = α χ 2 χ =
α α 2α 2α 2α α 

β βα χ  α χ
2α 2α 2α 4α

                                        
                                   

 

• Aν 2 = β 4αγ  0   , τότε η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0 ,  α 0      , έχει ρίζες πραγματικές  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ  ( πάνω στην εξίσωση 2  α χ β χ γ = 0  ,  όπου α 0      ) 
 Αν ισχύει  α γ < 0  , τότε 0  και η εξίσωση έχει πάντοτε δύο ρίζες πραγματικές και 

άνισες . Το αντίστροφο δεν ισχύει  

 Αν ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης    2f χ α χ β χ γ = 0      , τότε ισχύει : 
  2f ρ α ρ β ρ γ = 0      , δηλαδή οι αριθμοί 1 2χ  ,  χ  είναι οι μοναδικοί πραγματικοί 

αριθμοί που μηδενίζουν την συνάρτηση   f χ  , στην περίπτωση όπου 0  . 
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 Αν α , β , γ   , τότε αν 20 : κ  , κ    , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες άρρητες .  

 

 Ειδικές περιπτώσεις της συνάρτησης   2f χ α χ β χ γ      . 

(Ι) Αν β = 0 , τότε η συνάρτηση γίνεται   2f χ α χ γ    , οπότε 

 
1 2α  0

2 2 2

γ γ γχ ,  χ  ,  αν 0γ α α αf χ 0 α χ γ = 0 α χ γ χ
α γ        αδύνατη                     , αν 0 

α



                            
 

(ΙΙ) Αν  γ = 0 , τότε η συνάρτηση γίνεται   2f χ α χ β χ     , οπότε 

   
α  0

2 βf χ 0 α χ β χ = 0 χ α χ β 0 χ 0  ή  χ =  
α



              

Άθροισμα – Γινόμενο ριζών  

Στην περίπτωση όπου έχουμε δύο ρίζες πραγματικές και άνισες , δηλαδή , 2 = β 4αγ > 0  , 

τότε παίρνουμε : 
2 2

1 2

β β 4αγ β β 4αγ 2β βχ  χ  +  =
2α 2α 2α α

     
     , 

     
22 2 2 22 2

1 2 2 2 2

β β 4αγ β β 4αγβ β 4αγ β β 4αγ 4αγ γχ χ  =
2α 2α α4α 4α 4α

                                
 

Το άθροισμα S (από τη λέξη Sum = άθροισμα) , δηλαδή   1 2
βS = χ  χ
α

   , και το γινόμενο 

P (από τη λέξη Product = γινόμενο) , δηλαδή  1 2
γΡ = χ χ
α

   , ονομάζονται τύποι του Vieta   

(από το Γάλλο μαθηματικό François Viète (1540 – 1603)  που πρώτος τους θεμελίωσε) . 

 
2 2

1 2

β β 4αγ β β 4αγ 2χ  χ    =
2α 2α 2 α α

       
   

   

 Οι τύποι του Vieta είναι πολύ χρήσιμοι όταν έχουμε παραμετρικά τριώνυμα ή όταν τα 
τριώνυμα έχουν διακρίνουσα που δεν είναι τέλειο τετράγωνο , οπότε έχουμε άρρητες ρίζες 
και δεν είναι εύκολος ο προσδιορισμός τιμών αριθμητικών παραστάσεων που περιέχουν 
τις ρίζες τριωνύμου . 
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 Οι τύποι του Vieta είναι πολύ χρήσιμοι για τον υπολογισμό παραστάσεων κλασμάτων 

της μορφής  1 2

1 2

κ χ χ
 =  ,  κ λ ,  ρ μ

ρ χ μ χ
  

   
  

 , ή σε παραμετρικά τριώνυμα , για τον 

υπολογισμό της παραμέτρου έτσι ώστε να ισχύει μία ισότητα της μορφής : 
1

1 2
2

κ χ
κ χ λ χ μ , κ λ , ή   = ν

λ χ


    


 . 

 Ανάλυση τριωνύμου από τους τύπους Vieta : 

 

 

α  0
2 2

2 2
1 2 1 2

β γf χ α χ β χ γ = 0 χ χ 0
α α

χ S χ P 0  ή   χ χ χ χ χ χ 0

               

          
 

 

 Ο τύπος  2χ S χ P 0      χρησιμοποιείται όταν θέλουμε να κατασκευάσουμε εξίσωση 
δευτέρου βαθμού ως προς χ  , η οποία να έχει δύο ρίζες γνωστές ή όταν θέλουμε να 
κατασκευάσουμε εξίσωση δευτέρου βαθμού ως προς χ , η οποία να έχει δύο ρίζες που 
είναι συνάρτηση των ριζών μιας δοθείσας εξίσωσης (με διακρίνουσα όχι τέλειο 
τετράγωνο) .  

 

Είδος ριζών τριωνύμου – Από τους τύπους του  Vieta μπορούμε να προσδιορίσουμε το είδος 
των ριζών της εξίσωσης : 2α χ β χ γ = 0  , α 0      . Η εξίσωση έχει :  
 
 Δύο ρίζες ομόσημες 0 ,  > 0    

 Δύο ρίζες διαφορετικές και ομόσημες 0 ,  > 0    

 Δύο ρίζες ομόσημες και ίσες 0 ,  > 0    

 Δύο ρίζες ετερόσημες 0 ,  < 0   

 Δύο ρίζες ετερόσημες με μεγαλύτερη απόλυτη τιμή την αρνητική ρίζα
0 ,  < 0 , S < 0   

 Δύο ρίζες ετερόσημες με μεγαλύτερη απόλυτη τιμή τη θετική ρίζα 0 ,  < 0 , S > 0   

 Δύο ρίζες αντίθετες 0 ,  < 0 , S = 0 β = 0     

 Δύο ρίζες αντίστροφες 0 ,  =1 γ = α    

 Δύο ρίζες ίσες και αντίστροφες 1 2 1 20 ,  =1 χ χ 1 ή χ χ 1         

 Δύο ρίζες θετικές 0 ,  > 0 , S > 0   
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 Δύο ρίζες θετικές και άνισες 0 ,  > 0 , S > 0   

 Δύο ρίζες θετικές και ίσες 0 ,  > 0 , S > 0   

 Δύο ρίζες αρνητικές 0 ,  > 0 , S < 0   

 Δύο ρίζες αρνητικές και άνισες 0 ,  > 0 , S < 0   

 Δύο ρίζες αρνητικές και ίσες 0 ,  > 0 , S < 0   

 Μία ρίζα το μηδέν   = 0 γ = 0    

 Δύο ρίζες ίσες με μηδέν 0 ,  = 0 γ = 0    

 Μία ρίζα θετική και η άλλη το μηδέν 0 ,  = 0 γ = 0 , S > 0    

 Μία ρίζα αρνητική και η άλλη το μηδέν 0 ,  = 0 γ = 0 , S < 0    

 Μία ρίζα (διπλή) θετική 0 , S > 0 , Ρ > 0  

 Μία ρίζα (διπλή) αρνητική 0 , S < 0 , Ρ > 0  

 Μία ρίζα (διπλή) το μηδέν  0 , S = 0 , Ρ = 0   

 Δύο ρίζες μη πραγματικές ή δεν έχει ρίζες στο σύνολο  0   

 
Πρόσημο τριωνύμου   2f χ α χ β χ γ  ,  α 0       
 

 Αν 2 = β 4αγ > 0   , τότε το τριώνυμο έχει δύο ρίζες 1 2χ  , χ  και έστω  1 2χ  > χ  . 

Από την ανάλυση τριωνύμου σε γινόμενο πρωτοβάθμιων ως προς χ  παραγόντων της μορφής : 
     2

1 2f χ  = α χ β χ γ = α χ χ χ χ         ισχύουν τα εξής :  

• Για 1 2χ = χ  ή  χ = χ  ισχύει    1 2f χ  = f χ 0  . 

• Για 2 1χ < χ < χ  ισχύει : 1 2χ χ 0 ,  χ χ 0     , άρα    1 2χ χ χ χ 0     , οπότε : 

 
 

α > 0 f χ  < 0  

α < 0 f χ  > 0  

       
 , δηλαδή μεταξύ των ριζών του το τριώνυμο παίρνει τιμές 

ετερόσημες του α  . 
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• Για 2 1χ < χ  < χ  ισχύει : 1 2χ χ 0 ,  χ χ 0     , άρα    1 2χ χ χ χ 0     , οπότε :  

 
 

α > 0 f χ  > 0  

α < 0 f χ  < 0  

       
 , δηλαδή εκτός των ριζών το τριώνυμο παίρνει τιμές ομόσημες  

του α  . 

• Για 2 1 χ  < χ χ  ισχύει : 1 2χ χ 0 ,  χ χ 0     , άρα    1 2χ χ χ χ 0     , οπότε : 

 
 

α > 0 f χ  > 0  

α < 0 f χ  < 0  

       
 , δηλαδή εκτός των ριζών το τριώνυμο παίρνει τιμές ομόσημες  

του α  . 

 

 Αν 2 = β 4αγ = 0   , τότε το τριώνυμο έχει δύο ρίζες 1 2
βχ  = χ  = 
2α

  . 

   Από την ανάλυση τριωνύμου σε τέλειο τετράγωνο της μορφής :  

   
2

22
1

βf χ  = α χ β χ γ = α χ α χ χ
2α

             ισχύουν τα εξής :  

• Για 1 2
βχ = χ  = χ  = 
2α

  , ισχύει :    1 2f χ  = f χ  = 0  . 

• Για κάθε 1
βχ  χ   χ 
2α

     
 ,  ισχύει :  2

1χ χ 0   , οπότε :  
 
 

α > 0 f χ  > 0  

α < 0 f χ  < 0  

       
 ,  

δηλαδή εκτός από τη διπλή ρίζα το τριώνυμο παίρνει τιμές ομόσημες του α  . 

 

 

 Αν 2 = β 4αγ < 0   , τότε το τριώνυμο δεν έχει ρίζες στο σύνολο   και επειδή αναλύεται 

ως εξής :  
2

2
2

βf χ  = α χ β χ γ = α χ
2α 4α

             
 , αφού για κάθε χ    ισχύει :  

2

2

βχ 0
2α 4α

        , τότε έχουμε : 
 
 

α > 0 f χ  > 0  

α < 0 f χ  < 0  

       
 , δηλαδή για κάθε χ    , το 

τριώνυμο παίρνει τιμές ομόσημες του α  . 
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Θέση ενός αριθμού ρ ως προς τις ρίζες ενός τριωνύμου   
 
Αν 2 = β 4αγ > 0   , τότε το τριώνυμο   2f χ α χ β χ γ  ,  α 0       , έχει δύο ρίζες 1 2χ χ  . 

 Αν ισχύει :    
α  0

1 2α f ρ 0 f ρ 0 ρ χ  ή  ρ χ


        , δηλαδή ο αριθμός ρ είναι μία από 
τις δύο ρίζες της εξίσωσης . 

 Αν ισχύει :  α f ρ 0   , τότε οι αριθμοί   α , f ρ  είναι ομόσημοι , οπότε ο αριθμός ρ  
βρίσκεται εκτός των ριζών , δηλαδή   1ρ < χ  ή 2ρ > χ  . 

 Αν ισχύει :  α f ρ 0   , τότε οι αριθμοί   α , f ρ  είναι ετερόσημοι , οπότε ο αριθμός ρ  
βρίσκεται εντός των ριζών , δηλαδή   1 2χ  < ρ < χ  ή 2ρ > χ  . 

Λύση της ανίσωσης δευτέρου βαθμού ως προς χ    της μορφής : 

2 2α χ β χ γ > 0  (1)  ή  α χ β χ γ 0  (2) ,   α 0όπου           . 

  > 0 ,  α > 0  , τότε  η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0     έχει δύο ρίζες 1 2χ χ  , οπότε οι 
λύσεις της (1)  είναι 1 2χ χ  ή  χ > χ  , ενώ οι λύσεις της (2) είναι 1 2χ χ χ   . 

  = 0 ,  α > 0  , τότε  η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0     έχει δύο ρίζες ίσες 1 2χ = χ , οπότε  

οι λύσεις της (1) είναι  1χ χ  , ενώ  οι λύσεις της (2) είναι 1χ = χ . 

  < 0 ,  α > 0  , τότε  η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0     δεν έχει πραγματικές ρίζες , 

και οι λύσεις της (1) είναι χ   , ενώ η (2) είναι αδύνατη . 

  > 0 ,  α < 0  , τότε  η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0     έχει δύο ρίζες 1 2χ χ  , οπότε οι 
λύσεις της (1)  είναι 1 2χ < χ χ    , ενώ οι λύσεις της (2) είναι 1 2χ χ  ή χ χ   . 

 
 

  = 0 ,  α < 0  , τότε  η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0     έχει δύο ρίζες ίσες 1 2χ = χ , οπότε  

η (1) είναι αδύνατη , ενώ οι λύσεις της  (2) είναι χ    . 

  < 0 ,  α < 0  , τότε  η εξίσωση 2α χ β χ γ = 0     δεν έχει πραγματικές ρίζες , 

οπότε η (1) είναι αδύνατη , ενώ οι λύσεις της (2) είναι χ    . 
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Επίλυση της διτετράγωνης εξίσωσης 4 2α χ β χ γ = 0 ,  α 0       (3) . 
 
(Ονομάζεται διτετράγωνη διότι είναι πολυωνυμική εξίσωση 4ου βαθμού ως προς  χ   , που 
περιέχει μονάχα άρτιες δυνάμεις του χ  , δηλαδή 2 4χ  ,  χ ) . 
Για την επίλυσή της θέτουμε 2χ ψ  , οπότε η (3) γίνεται 2α ψ β ψ γ = 0 ,  α 0       (4) . 

• Αν 2 = β 4αγ > 0   , τότε έχουμε τις εξής περιπτώσεις :  

 1 20 < ψ ψ  , άρα οι λύσεις της (3) είναι :  

1 1 2 1 3 2 4 2χ = ψ  , χ = ψ  , χ = ψ  ,  χ = ψ    . 

 1 20 = ψ ψ  ,  άρα οι λύσεις της (3) είναι :   

                     1 2 3 2 4 2χ =  χ = 0 , χ = ψ  ,  χ = ψ   . 

 1 2ψ 0 ψ   , άρα οι λύσεις της (3) είναι :   

     1 2 3 2 4 2χ , χ  , χ = ψ  ,  χ = ψ    . 

 1 2ψ 0 ψ   , άρα οι λύσεις της (3) είναι :   

1 2 3 4χ , χ  , χ = χ = 0   . 

 1 2ψ < ψ 0 , άρα η εξίσωση (3) είναι αδύνατη στο σύνολο   . 

• Αν 2 = β 4αγ = 0   , τότε έχουμε τις εξής περιπτώσεις :  

 1 20 < ψ ψ , άρα οι λύσεις της (3) είναι :   

1 2 1 3 4 1χ =  χ ψ   , χ = χ ψ   . 

 1 2ψ ψ 0  , άρα οι λύσεις της (3) είναι :   

1 2 3 4χ =  χ χ = χ 0   . 

 1 2ψ ψ 0   , τότε η εξίσωση (3) είναι αδύνατη στο σύνολο   . 

• Αν 2 = β 4αγ < 0   , τότε η εξίσωση (3) είναι αδύνατη στο σύνολο   . 

 

Λύση ρητών ανισώσεων της μορφής : 
 
 

 
 

 
Α χ Α χ

0  ή   0 ,  Β χ 0
Β χ Β χ

όπου       

και    χ  , Β χ   είναι πρωτοβάθμια πολυώνυμα της μορφής :  χ  = α χ + β , α 0    , 
 χ  = γ χ + δ , γ 0    .  
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Έχουμε διαδοχικά : 
 
 

 
 
 

         
2 2Α χ Α χ

0 Β χ 0 Β χ Α χ Β χ 0 α χ + β γ χ + δ 0
Β χ Β χ

                    . 

Λύνουμε τις εξισώσεις   1χ
β = α χ + β = 0 χ  =
α

     ,   2χ
δ = γ χ + δ = 0 χ  =
γ

     , 

Βάζουμε τις ρίζες στον άξονα των πραγματικών αριθμών (σε αύξουσα σειρά) και παίρνουμε το 
πρόσημο του τριωνύμου που προκύπτει από το γινόμενο     α χ + β γ χ + δ    , όπου μας 
ενδιαφέρει το πρόσημο του α γ  , δηλαδή του συντελεστή του  2χ . 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΠΑΝΩ ΣΤΗΝ ΕΞΙΣΩΣΗ  2α χ β χ γ = 0      (Ι) 
 

o Η εξίσωση (Ι) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες 0  ,  α 0   . 

o Η εξίσωση (Ι) έχει δύο ρίζες πραγματικές και ίσες 0  ,  α 0   . 

o Η εξίσωση (Ι) δεν έχει ρίζες πραγματικές 0  . 

o Η εξίσωση (Ι) έχει ρίζες πραγματικές 0  . 

o Οι αριθμοί κ , λ  είναι ρίζες της εξίσωσης (Ι) β γκ λ  ,  κ λ
α α

      . 

o Η εξίσωση που έχει ρίζες τους αριθμούς κ , λ  είναι η :   2χ κ λ χ κ λ = 0      . 

o Δύο αριθμοί  κ , λ  που έχουν άθροισμα S κ λ   και γινόμενο Ρ κ λ   είναι ρίζες της  

εξίσωσης : 2χ S χ P = 0    . 

o Οι ρίζες της εξίσωσης  2χ κ χ λ = 0    είναι οι αριθμοί που έχουν γινόμενο  λ  και άθροισμα 
κ  . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     γράφεται ως γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων
0  ,  α 0   . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     γράφεται ως τέλειο τετράγωνο 0 , α > 0  . 

 

 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     γράφεται ως άθροισμα δύο τετραγώνων 0 , α > 0  . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     γράφεται ως διαφορά δύο τετραγώνων 0 , α 0   . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     γράφεται ως τέλειο τετράγωνο επί το  α 0  . 
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o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     γράφεται ως άθροισμα δύο τετραγώνων επί το α 0  . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ      , όπου  α , β , γ   , έχει ρίζες ρητές 2κ , κ   . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     είναι θετικό για κάθε χ   0 , α 0   . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     είναι αρνητικό για κάθε χ   0 ,  α < 0  . 

o Το τριώνυμο 2α χ β χ γ     διατηρεί σταθερό πρόσημο για κάθε χ   
0 ,  α 0   . 
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